A carta de Goldbach a Euler, datada de 7 de Junho de 1742, deu origem a versao
moderna de sua conjectura, como atualmente difundida:
Todo inteiro par maior que 2 pode ser representado como a soma de 2 primos.
Estamos propondo uma conjectura equivalente:
Todo inteiro maior que 1 pode ser representado pela média de 2 primos.
Exemplos:
Primo 37 = (31 + 43) =+ 2;
Par 38 = (29 + 47) = 2;
Impar 39 = (37 + 41) + 2.
Entdo teriamos, para qualquer inteiro positivo n > 1, a identidade:
2n=p+aq,
com p, g primos.
Sabe-se que:
2n = —-k)+ (n + k)
para k qualquer; em particular um inteiro.
E, portanto podemos ter:
p=n-Kk e
g=n+k
Desta forma, obtemos primos equidistantes de n, através do index k, o que
chamamos de simetria para o0 numero n.
Esta simetria, envolvendo os inteiros:
(n—k)<n e
(n + k)>n
Tem como amplitude:
3 eee n eee 2Xn -3
Abaixo, encontram-se varias simetrias para o nimero 39.
a4 a2 11,5 172 19,5 31, 37, 39, 41, 47, 59,, 61, 67,5 7la 734
Obvio que se o proprio n € primo, o resultado € trivial para k = 0; porém, em
nosso proposito adotamos sempre:
k>0,
n>3e

P#q.

Média aritmética simples, ordinaria.
Distinguimos os inteiros impares dos inteiros impares primos.




Se 0 nimero para o qual procuramos simetria é par o index € impar, e vice-versa.
Ao considerarmos a hipotese, verificamos o0s primeiros 2097150 inteiros
consecutivos e ocorreu a confirmacao do enunciado.
Mas ndo era o suficiente; tentamos varios outros numeros consecutivos (sendo
sempre aleatdrio o primeiro deles) de maior grandeza, por exemplo:
Inteiros com 32 bits:
2326416308 *° 2326437251
Inteiros com 64 bits:
10812083835233317544 «+» 10812083835233361798
Inteiros com 128 bits:
313545261969434692888811456477964920750 e=e
313545261969434692888811456477964922750
Inteiros com 256 bits:
6192320351375108084644961593402992759589707358556040597
6048239712178367757632 e
6192320351375108084644961593402992759589707358556040597
6048239712178367757800
Analisando k, observamos que sempre é muito pequeno em relacao a n.
Para 2097150 inteiros, 0 maximo valor de k encontrado foi 1722.
Em testes aleatérios efetuados com numeros de 512 bits, o maior valor de k foi
70038, 0 que se mostrou curioso! O index tem apenasl7 bits.
A seguir o nimero:
1312920071689103336635487768861320906735030946245083534383669408
1340406493202375322485753821651880624847198852520323171633499058898983
581690280849216741069 =
(1312920071689103336635487768861320906735030946245083534383669408134040
6493202375322485753821651880624847198852520323171633499058898983581690
280849216671031) +
(1312920071689103336635487768861320906735030946245083534383669408
1340406493202375322485753821651880624847198852520323171633499058898983
581690280849216811107) + 2.

Utilizamos o algoritmo de Rabin-Miller para averiguar se os nimeros sao primos.
Tendo em vista os resultados com os primeiros inteiros consecutivos, ndo fomos tdo rigorosos nas averiguagdes ulteriores e o total
de iteragBes para o teste de primalidade foi apenas de 25 vezes para cada primo.



Mas, qual a garantia de que o resultado é sempre encontrado? E outra duvida se
impds: como avaliar a probabilidade de encontrarmos esta simetria?

Somente para fixar uma ideia, vamos examinar o seguinte problema: temos 20
esferas perfeitas e idénticas e duas roletas ideais, uma a esquerda — E — e outra a
direita— D —, cada uma com 36 células numeradas, que chamaremos de index.

Giramos a roleta da esquerda e langamos 11 das esferas.

Giramos a roleta da direita e langamos as 9 esferas restantes.

Qual seria a probabilidade de se obter pelo menos uma coincidéncia, de forma
que qualquer das 11 células ocupadas na roleta E, e qualquer das 9 células ocupadas na
roleta D tivesse mesmo index?

Apenas por conveniéncia, iremos investigar a questdo inversa: qual seria a
probabilidade 3. de ndo se obter nenhuma coincidéncia? Ou seja, ao final, quando as
roletas estdo paradas, nenhuma das esferas tem mesmo index!

O raciocinio: quando todas as células da roleta E estdo ocupadas e langamos a 12
esfera na roleta D temos 36 células disponiveis. Entretanto, ndo queremos que seu index
coincida com nenhum dos 11 index ocupados da outra roleta.

A probabilidade deste evento € 25 + 36.

Ao langarmos a 22 esfera ja temos uma célula ocupada e, portanto, uma opgao a
menos, de forma que esta probabilidade é 24 + 35.

Sucessivamente, desta forma, as possibilidades se reduzem a cada langamento e
para a Ultima esfera, a probabilidade é 17 + 28.

Para atingir o objetivo, a probabilidade de ndo se obter nenhuma coincidéncia é:

Pr =(25+36) X (24 +35) X eee X (18 +29) X (17 + 28).

Conhecido o resultado,

P: =0.0217,

Podemos, agora, responder a primeira pergunta: a probabilidade de se obter pelo
menos uma coincidéncia é 0.9783.

Roletas com N células e com P+ Q esferas, requerem equacionarmos melhor o
problema, pois se os valores envolvidos sdo grandes o calculo torna-se tedioso, dificil

ou mesmo inexequivel.

Preferimos utilizar 3r, a probabilidade de ndo se obter nenhuma coincidéncia, ao invés da probabilidade de se obter pelo menos
uma coincidéncia, que se da pelo complemento de 33t para 1. E apenas 39t sera usada aqui!

Inexequivel: parece simples distinguir nimeros pares de impares! Basta ver o algarismo das unidades. Contudo, ndo é imediato
para um numero da ordem de um googol escrito na base 5! Observe que 10s ndo é divisivel por 2.

E se temos um googolplex? Vide Kasner & Newman.



Formulando, temos:
P:=[(N=P)+=N]X[(N=P—=1)+(N—1)] X oee
ce X[(N-P—Q+1)+(N-Q+1)].
E a seguinte identidade combinatoria, para inteirosa > b >m > 0, é dtil:
C{n}+Cn} ={[b'+b-m)}={[a!+(@-m)!}
=[(b+a)]x[(b—1)+(a—1)] x e
see X [(b—m+1)+-(a—m+1)].
Assim, com nossas variaveis, se N>P > Qe N—P > Q, temos:
P=C{"P}-C{"o}

E, para ilustrar, no caso das roletas teriamos: € {?°} + € {*5}.

Voltando a nossa conjectura, vamos investigar 0 que ocorre com primos
distribuidos entre inteiros — usando 0 mesmo modelo anterior — fixando certo numero
n e considerando a amplitude de N inteiros:

Menores que n contendo P primos e
Maiores que n contendo Q primos.

Ja vimos como calcular a probabilidade de ndo encontrarmos nenhum par de

esferas sob index equivalente e temos uma questdo analoga, sendo 0s primos:
p=n-Kk e
g=n+ k.

Se N, e, portanto P e Q, sdo de grandezas elevadas € dificil obter a probabilidade
como fizemos, pois mesmo sendo N conhecido, como saber o valor de P e Q?

Primeiramente, podemos usar um artificio!

Nao é dificil verificar que:

[N=P)=N]>[(N=P—=1)+=(N—=1)] > oe
e >[(N-P-Q+1)+-(N—-Q+1)].
E, consequentemente, podemos fazer:
P: =[(N-P)+N]°
tendo em vista que este valor é maior que €{N-P o} + €{N o}.
A seguir, sabe-se 0 que o Teorema dos Numeros Primos (TNP) nos assegura:
IT(x) =~ x + log (x).

Para o fatorial de nimeros muito grandes é melhor usar a aproximagdo de Stirling.

TNP: O teorema descreve a distribuicdo dos nimeros primos entre inteiros e foi demonstrado independentemente por Jacques
Hadamard e Charles Jean de la Vallée-Poussin em 1896, através do estudo da fungdo { de Bernhard Riemann. O teorema nos
assegura que a quantidade de primos menores (ou eventualmente igual) que x é proporcional a razdo entre x e o loge (x).



Q

O que nos permite dizer, dentro da amplitude disponivel, com P = Q:
P ~ N=+log (N) primos < n

Q

Q

2N= log (2 N) — N = log (N)

primos > n
Temos:

Be=[1-(P+N)]°
E substituindo P e Q, temos:

3& — {1 _ [1 = Iog (N)]}[2N+Iog (2N) -N +log (N)].

Para a conjectura ser valida precisavamos, por fim, demonstrar que 3. tende a

zero quando n tende a infinito e... entdo nos encontramos diante de um aparente
paradoxo: o intuitivo limite da funcdo néo era zero e os célculos indicavam que sim.

Mas, prosseguimos e, malgrado o tempo que demandamos para calcular este
limite, ndo conseguimos obté-lo; todas tentativas foram infrutiferas.

Entretanto, recorrendo a Internet vimos que o problema ja é consagrado entre
académicos e, de fato, o limite da func&o é zero.

Assim foi que obtivemos o resultado esperado, e desta forma,

A probabilidade de néo se obter nenhuma coincidéncia é:
iar = 0

Limn— o«

Ou seja, provavelmente, sempre havera pelo menos uma coincidéncia.

Avaliar os primeiros numeros foi facil e muito mais podemos obter
simplesmente computando exaustivamente atraves de iteracdes continuas.

Porem, em vista do que temos: um célculo probabilistico; poderia haver algum n
para o qual a conjectura falhe, entre o Gltimo que venha a ser obtido e o infinito?

lvan Gondim Leichsenring

Apex Algoritmos [ apex.eti.br ] Se vocé puder ajudar a tornar este
. . texto mais legivel, eu agradeco.
ivan@apex.eti.br

Intuitivo... para nds!

Sdo varias organizagBes que dispdem o resultado deste limite, entre elas:
http://www.MathPortal.org

http:// www.DerivativeCalculator.net

http:// www.WolframAlpha.com


http://www.mathportal.org/
http://www.wolframalpha.com/

